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ussi a pelo liberoNei problemi del moto di �lm o nella teoria della lubri-�cazione capita di dover esprimere la pressione equivalen-te per integrare la componente dell'equazione di Navier-Stokes e ricavare il pro�lo di velocit�a . �E importante sa-pere esprimere nel modo corretto la pressione equivalentenel sistema di riferimento scelto.1. Moto a �lm di spessore � di un 
uido in-comprimibile lungo un piano inclinato di unangolo � rispetto all'orizzontalePreso un riferimento con origine sul piano inclina-to, asse x parallelo al piano e verso il basso e as-se y normale al piano, verso l'alto, le equazioni diNavier-Stokes risutano:0 = �@P@x + �@2vx@y2 (1)0 = �@P@y (2)0 = �@P@z (3)Dalle ultime due si ricava l'indipendenza di P da ye z e quindi P = P(x). Per de�nizione di pressioneequivalente �eP(x; y; z) = p(x; y; z) + �gh(x; y; z) (4)dove x, y, z indica un punto generico, p �e la pressio-ne e h �e la posizione del punto rispetto ad un pianoorizzontale di riferimento. Per un piano inclinatocon il sistema di riferimento indicato, supponiamodi conoscere la posizione h0 dell'origine del siste-ma degli assi. La posizione h per un punto (x; y; z)risultah(x; y; z) = h0 � x sin�+ y cos� : (5)Poich�eP dipende solo da x, possiamo utilizzare la 4per ricavare l'espressione della pressione p(x; y; z).Infatti, P deve essere lo stesso in ogni punto ad xcostante, per cui si hap(x; y; z) + �g(h0 � x sin�+ y cos�) =p(x; �; z) + �g(h0 � x sin�+ � cos�) (6)ovvero la pressione equivalente nel �lm deve esserela stessa del punto del �lm che si trova alla super-�cie libera, dove si conosce il valore della pressione(p(x; �; z) = patm). Risulta, esplicitando p(x; y; z)p(x; y; z) = patm + �g(� � y) cos� (7)cio�e la distribuzione delle pressioni �e idrostatica nel-la direzione y, normale al piano inclinato. Infatti,derivando rispetto ad y si ha

@p@y = dpdy = ��g cos� (8)che �e la distribuzione idrostatica. Considerandol'espressione dip e di h, la pressione equivalenterisulta: P = patm + �g(� � y) cos�+�g(h0 � x sin�+ y cos�) == patm + �g(� cos�+ h0 � x sin�) (9)e derivando rispetto ad x si trova@P@x = ��g sin� (10)che �e la variazione della pressione equivalente lungoil piano che permette di integrare la componentelungo x delle equazioni di Navier-Stokes.2. Consideriamo lo stesso moto di �lm ma adottandoun sistema di riferimento con origine sulla super�-cie libera, asse x parallelo al piano, verso il basso,asse y normale al piano (y = � sul piano). Sia h0ancora l'altezza dell'origine degli assi rispetto ad unpiano orizzontale di riferimento. L'altezza h di ungenerico punto (x; y; z) in questo caso risultah(x; y; z) = h0 � x sin�� y cos� (11)L'espressione per la pressione p(x; y; z) si ricava te-nendo conto che anche in questo caso la pressioneequivalente �e costante per qualsiasi punto ad x �s-sato, e per il punto corrispondente alla super�cielibera, (y = 0), �e noto il valore di pressione:p(x; y; z) + �g(h0 � x sin�� y cos�) =p(x; 0; z) + �g(h0 � x sin�) (12)Risulta, sostituendo p(x; 0; z) = patm ed esplicitan-do p(x; y; z)p(x; y; z) = patm + �gy cos� (13)che signi�ca ancora che la distribuzione delle pres-sioni �e idrostatica nella direzione y, normale alpiano inclinato. Derivando rispetto ad y si ha@p@y = dpdy = �g cos� (14)che �e la distribuzione idrostatica (la pressione au-menta con l'a�ondamento y del punto). Con-siderando l'espressione di p e di h, la pressioneequivalente risulta:1 
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3 Aprile 2000 Fluid. Imp. Ind. Proc., 7P = patm + �gy cos�++�g(h0 � x sin�� y cos�) == patm + �g(h0 � x sin�) (15)e derivando rispetto ad x si trova ancora@P@x = dPdx = ��g sin� (16)3. Consideriamo il caso a pelo libero della teoria dellalubri�cazione in cui si ha un �lm di spessore varia-bile nella direzione del 
usso. Preso un sistema diriferimento con origine sul piano, asse x orizzontalelungo il piano e asse y ortogonale (y = �(x) indivi-dua la super�cie libera), dalla sempli�cazione delleequazioni di Navier-Stokes si ha0 = �@P@x + �@2vx@y2 (17)0 = �@P@y (18)0 = �@P@z (19)Dalle ultime due si ricava anche in questo caso l'in-dipendenza di P da y e z e quindi P = P(x) =p(x; y; z)+ �gh(x; y; z). Se conosciamo la posizioneh0 dell'origine del sistema degli assi rispetto ad unpiano orizzontale di riferimento, la posizione h perun punto (x; y; z) risultah(x; y; z) = h0 + y : (20)Poich�eP dipende solo da x, possiamo utilizzare la 4per ricavare l'espressione della pressione p(x; y; z).Infatti, P deve essere lo stesso in ogni punto ad xcostante, per cui si hap(x; y; z) + �g(h0 + y) =p(x; �(x); z) + �g(h0 + �(x)) (21)ovvero la pressione equivalente nel �lm deve esserela stessa del punto del �lm che si trova alla su-per�cie libera, dove si conosce il valore della pres-sione (p(x; �(x); z) = patm). Risulta, esplicitandop(x; y; z)p(x; y; z) = patm + �g(�(x) � y) (22)cio�e la distribuzione delle pressioni �e idrostatica nel-la direzione y, normale al piano inclinato, e aumen-ta proporzionalmente all'a�ondamento (�(x) � y)del punto. Derivando rispetto a y si ha@p@y = dpdy = ��g (23)

che �e la distribuzione idrostatica. Considerandol'espressione di p e di h, la pressione equivalenterisulta:P = patm + �g(�(x) � y) + �g(h0 + y) = (24)= patm + �g(�(x) + h0) (25)e derivando rispetto ad x si trovadPdx = �gd�(x)dx (26)che �e la variazione della pressione equivalente lungoil piano che permette di integrare la componentelungo x delle equazioni di Navier-Stokes.
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